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Vuelos internacionales

m Aqui tienes ahora, representados mediante flechas, los vuelos que permiten viajar el martes desde
el pais B anterior hasta otro pais C:

Representa, mediante una tabla similar a la anteriormente descrita, la informacién recogida en el
diagrama de vuelos entre los paises B y C.

B, | C,
B, | 3|2
B, | 1|0
B; | 1|0
B,| 0| 2




Unidad 1. Algebra de matrices VANANENSACHILLERATO)

Matematicas |l

ﬂ Nomenclatura. Definiciones

Pagina 35
1 Escribe las matrices traspuestas de:
31 135-1
257
A=(2 5 B=<410> C=(02 4 1
7 6 610 3
41
;10 1 7 4
D=y, 5 E={7 -1 0 F=(5 46 1)
63 2 4.0 3
1 06
2 4
327 3 21
t . t t_ .
A_<156>’ B‘;(l)’ C=1s 40
-113
5
72006 1 7 4 4
D=4 11 3|; E'=|7 -1 0; Ft=6
107 2 4 0 3 )

2 Escribe una matriz X tal que X’ =X; esto es, que sea simétrica.

1 2 -1
23 0.

-1 0 4

Por ejemplo, X =

3 Escribe una matriz que describa lo siguiente:

S O O O O
S O O O =~
SO O O = O O
— o= O = N O
S NN O O O O
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1 Dadas las siguientes matrices:

A 10 -2 B -1 01 C 7 1 -1 D -3 15
“\41 -3 “\-413 “\8 -10 © “\6 24
calcula E=24-3B+ C-2D.
g 2 0 -4 -3 03 7 1 -1 -6 2 10 18 -1 -18
“\82-6/"\-1239/"\8 10 0/ \12 4 8)7\16 -15 23
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2 Efectiia todos los posibles productos entre las siguientes matrices:
70 2 715 1-11
I P C=16 300 p-lo s 2
21 o1 =23510 =233
3 4 B B
7 14 21
8 -2 4 5 7 18 -4 -3 3 2
A‘C=(z4 —4 -1 _10); A'D=<o 30 5>; B-A=1,5 5 1
-5 26 13
22 28 -6 -1 2 5 3 -3 -4
C-B=139 3 |; D-C=126 5 2 0 [; D-D=| 4 31 4
-9 -4 28 38 -1 10 -4 4 17

3 Intenta conseguir una matriz I; de dimensién 3 X 3 que, multiplicada por cualquier matriz cua-

drada A (3 x 3), la deje igual.
Esdecir: A-L=5;-A=A
La matriz I3 que verifica la igualdad anterior se llama matriz unidad de orden 3.

Una vez que sepas cudl es su fisonomia, sabris obtener la matriz unidad de cualquier orden.

100
L={010
001
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1 Comprueba las propiedades 2 y 3 del producto de nimeros por matrices, tomando:

3 5 -1 7 21
a=3,b=6 A=(2 -3 0) B=<4 6 s)

PROPIEDAD 2:

27 45 -9
9A4 =

18 =27 0

915 -3 18 30 -6\ (27 45 -9
w5

6 -9 0 12 =18 0 18 =27 0
9A4 =34 + 6A
PROPIEDAD 3:
34+ B 31030 309 0
AeB)=31 ¢ 3 g)7\15 9 24

sanap (15 3, (21 -6 3) (309 0
P76 —90 0 /T\12 18 24/7\18 9 24
3(A+B)=3A+3B
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& Comprueba las propiedades distributivas para las siguientes matrices:

1
A(l);* s (1567 o (A1 60 o2
- “\3 09 2 “\0-155 -5
16
3
ABCA36127 1526319
.(+):.3_1143:5—57 5
21 0 96 25

11 5 42 -1 4 -3 26 20 15 2 68 19
A-B+A-C=[15 0 45 -10|+|0 =5 25 25|=[15 =5 70 15
17 5 60 -5 4 -5 36 30/ \21 0 96 25 )

A-B+C)=A-B+A-C

5D 36127D(—24)
B+C)D={5 1 143/ P=_e0

osco-( )T

B+C)-D=B-D+C-D
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1 Calcula, utilizando el método de Gauss, la inversa de cada una de las siguientes matrices en el
supuesto de que la tengan:
1 2
a(% %)

11 12
2o 1) 03 3
11/1 0\ as-e9 101 -1
Do 100 1) e 010 1
a (! 1 (1 -1
5 1o 1/ Tlo 1
b (1 2[1 0y 0 1 21 0\ an«ey 10
'3 400 1) e-3.a9 0-2-31) @9 01
a (! 2\ (=2 1
b \3 4] T\32 2112

)1210(1.a> 1210
“\2 —4/0 1/ e@v+2.09 0021

En la parte de la izquierda, la 2.2 fila estd compuesta por ceros.

1 2
-2 -4

-2 1\ @9H-@9 102 1
-3 1) 1/2)-@29 0 1/3/2 -1/2

Por tanto, la matriz < ) no tiene inversa.

2 Calcula la inversa de cada una de las siguientes matrices o averigua que no la tiene:

123 123 113
a)|456 b)|0 1 2 ol|ll21
7 89 124 200
123100\ a» 1 2 3 1 0 0\ @a»®
a) 4 56/010] @y-4-013 0 -3 -6/-410| @3
7 8 9|0 01 (3H-7-1.3 0 -6 -12/-7 01 (3H-2-23
1 2 3|1 00
03 -6/-410
00 O0]1 21
En la parte de la izquierda, la 3.2 fila estd compuesta por ceros.
123
Por tanto, la matriz {4 5 6| no tiene inversa.
789
123100\ a» 1231 00\ ay-3-333
b)[0 1 2/01 0] @3 012 0 10] @35-2-33
024001 (B =(12%) 001|-101 (3.9
1204 0 -3 1.3)-2.29 1000 =2 1
010 2 1 =2 @3 0102 1 =2
001 -101 (3.9 001 -1 0 1
123" [0 21
Asi, |01 2| =12 1 =2
024 -1 0 1
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113100\ a»® 1 1 3|1 00\ a»

|1 21/010] @y-0a9 01 -2(-110] @3
200001/ 6G35-2-03 0 -2 -6/-201/ Gy+2-29
11 3 1 00\ a» 1 1 3|1 0 0 (1.3-3.(33
01 -2[-110] -5-23y+BY 0501 =3 1 -(1/5) - (2.9
00 -10(-4 2 1/ -(1/10)-3.9 0 0 1/(2/5 =1/5 -1/10/ GH
1 10[(=1/5 3/5 3/5 (1.3 - (2.9 100 0 0 2/5
010|-1/5 3/5 -1/5 2.3 010|-1/5 3/5 -1/5
00 1/|2/5 -1/5 -1/10/ 6B 00 1|2/5 -1/5 -1/10

1137 /0 o 25
Asi, [1 2 1] =[=1/5 3/5 —=1/5
200 2/5 —1/5 —1/10
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3 Paral ‘AIOB_15C40 b
ara las matrices A = 2 7) = 4 1) = 11 comprueba:

A)A-B+C)=A-B)+A-0C)
b)(A+B)-C=A4-C)+(B-0C)

A-(B+C)=A4- )
a) 4:(B+C) a

ol
e
i

55
b) (A+B)-C= ( ) 30 )

weemee{is 3l 2Had
)

) A-(B+C) =4 (15 -1 (107 3)

A-B)-C= 15C
“-5 26 3 107 3

0 0 6
4SeanA=<3 _1>yB=( )

A-B-C)=A-B)-C

A-B+C)=A-B)+A-C)

A+B)-C=A-C)+(B-0)

A-B-C)=A-B)-C

5 1 -3

Encuentra X que cumpla: 3. X-2.4=5.8B.

x—spaaa_ [0 30), (6 0) (6 30 Y (2 10
=28+ 24=1s 15/ 10 2)7\15 —17) 7 A 7\s _17s3
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S Encuentra dos matrices, 4 y B, de dimensién 2 X 2 que cumplan:

LE eE:
P20 “P=l1 0

2A+B= < )
06 02
Sumando: 34 = ( ) — A= ( )

R 30 10
B= 10

B4 -1.2\ (0 2\ (-1 2} (10

V1 0/ \to/ V1 0o/ \ooO

Solnidne A 02310

olucion. = 10/ =OO

6 Encuentra dos matrices X e Y que verifiquen:

2)(31715 XY_IO
2T \4 2 “"7\3 6

axsv(t ) syt
=y, =y,
XY<10> 2X2Y(2 0)
3.6/ | 0T T\l -2
10 -1 0\ (-3 =5\ [-4 -5
X=(3 6)+Y=<3 6>+(2 1o>=<4 16)

_4 _ 3 _
Solucion: X = ( 5), Y:( 3 5)

3 5 -3 -5
Sumando: -Y = (_2 _10> — Y= (2 10)

5 16 2 10

7 Averigua c6mo ha de ser una matriz X que cumpla la siguiente condicién:

SHHEE
()
. <; it 1)-(3 )2

)’ . .
Solucion: X = O , donde x e y son nimeros reales cualesquiera.
x
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8 Efectua las siguientes operaciones con las matrices dadas:

a-(o3) 2-(0) e 3)

a)(4-B)+(A-C) b)(4-B)-C JA-B.-C

27\ (7 3\ [9 10 5 =5\ (1 -1\ (-10 -15

Y (A'B)+(A'C):(9 o)+<9 6)2(18 6) b){4-35)- C- <—3 3)'(3 z>:< 6 9)
2 7\ (1 -1\ (23 12
C)A'B'C:<9 o>'<3 2)2(9 —9)

12
01

A-1)-= (8 3)(8 3><8 8)

10 Halla la inversa de estas matrices:

9 Dada la matriz 4 = ( ), comprueba que (4-1)2=0.

100 123
a) (; i) b)(_38 _52> 9020 dfo 12
001 011
73\ (x y\ (10 7x+3z 7y+3t\ (1 0
Y <2 1)'<z t>=<0 1) - (2x+z 2y+t)=<0 1)
Tx+3z=1| x=1 7y+3t=0| y=-3
2x + z=0}z:—2 2y+ t=1| t=7

. 1 -3
Por tanto, la inversa es .

-2 7
b) 3 2 .(x )/)= 10 R 3x—2z 3y-2t ) 10
-8 5/ \z ¢/ \0 1 —8x+5z —8y+5¢) \0 1
3x—-2z=1| x=-5 3y—2t=0| y=-2
—8x+5z=0| z=-8 —8y+5t=1| r=-3
P i -5 2
or tanto, la inversa es g 3/
100\ [a b ¢ 100 a b ¢ 100
|0 20|(de f|={010]—>|2d 2¢ 2f|=|{0 10
001/ \gh i 001 g h i 001

a=1, b=0, c=0, 24=0, 2e=1, 2f=0, g=0, h=0, i=1

1 0 O
Por tanto, la inversaes [0 1/2 0.
0 0 1
123\ [abc)\ (100 a+2d+3g b+2e+3h c+2f+3i\ [1 00
dlo12]{de fl=lo10]> | de2g  evx2h  Fe2i |=(0 10
011/ \g h i 001 d+g e+h f+i 001
a+2d+3g=1| a=1 b+2e+3h=0| b=-1 c+2f+3i=0| c=-1
d+2¢=0r d=0 e+2h=1p e=-1 f+2i=0¢ f=2
d+ g=0| ¢=0 e+ h=0| h=1 f+ i=1] g=-1

1 -1 -1
Por tanto, la inversaes [0 -1 2 |.
01 -1
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11 Resuelve estas ecuaciones:

o (5 S)aely 355 o)

3 2\ (12\ (7 7
b)Y<—8 5)*(1 3)=(—15 —10>

3 2 12 7 7
a) Llamamos A=<_8 5), B=<l ), C=<_ )

La ecuaciénes AX+ B=C = X=A"1(C-B).

Calculamos A1

3 =21 0\ @3 3 2|1 0\ -1-(19+2-29
-8 5|0 1) 3-@9+8-(19 0-1/8 3/ @9

3 015 6\ 093 10/-5 2 (52
0 -1/8 3/ @ 01-8 -3 74 “\83
7 7\ {12\ /=5 2\([6 5\ (21
~15 -10) \1 3/|7\=8 =3/ '\-16 -13/ " \0 -1

b) La ecuacién es, siendo A, B y C las mismas matrices del apartado anterior:

YA+B=C = Y=(C-B)A™!

v (155 - I S MR S )

123100\ a» 12 3|1 0 0\ an-2-29 1 0-1|1-20\ a9-33
012010] @3 01 2|0 1 0 @9 01 2|01 0] @9+2-69H
011/001 6G5-@9 00 -1{0-11/ G 00 -1/0-11/ 69
10 01 -1 -1\ @» 1001 -1 -1 1 -1 -1
01 0|0 -1 2] @9 0100-12]—-4"'=0-1 2
00-110-1 1 (3.9/1) 0010 1 -1 0 1 -1
1 -1 -1\|/4 5 2 45 -1 1 -1 -1\/8 10 1 -2 -6 -7
Z=10 -1 2|{{3 6 3|+[3 7 4 ||=(0 -1 2]l6 13 7]|=|2 -7 -5
01 -1/]\2 21 210 01 4 3 1 2 10 6
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1 Considera u(7,4,-2), v(5,0,6), w(4,6,-3), a=8, b=-5, elementos de IR y de IR.
Comprueba las ocho propiedades que se enumeran arriba.
e Asociativa: (4 + V) + w = 0 + (v + W)
(W+v)+w=(01244+w=(1610,1)
u+(v+w=u=+(963)=(16,10,1)

., - -> -> -
e Conmutativa: U + v =V + U
- -> -> -
u+v=01244)=v+u

>

e Vector nulo: v+0=v

v+0 =(5,0,6)+(0,0,0)=(50,6) = v

o Vector opuesto: v + (—v) =0

v +(=v)=(5,0,6) +(=5,0,-6) = (0,0, 0)

* Asociativa: (a-6)-v =a-(b- V)
(@-6)-v =08-(5)-(5,0,6)=—-40-(5,0,6) = (200, 0, —240)
a-(b-v)=8-[-5-(50,6)] = 8- (25,0, -30) = (~200, 0, —240)

e Distributival: (a+b)-v =a-v +b-v
(@a+b)-v =3-(50,06) = (15,0, 18)
a-v+b-v=8-(506)-5-(5006) = (40, 0, 48) — (25, 0, 30) = (15, 0, 18)

o DistributivaIl. a- (U + V) =a-u +a- v
a-(a +v)=8-(12, 4, 4) = (96, 32, 32)
a- 0 +a-v =8-(7,4,-2)+8-(5,0,06) = (56,32, -16) + (40, 0, 48) = (96, 32, 32)

* Producto por I: 1 - v=v

1-v=1-(5,0,6=(50,6) = v
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Comprueba si los siguientes conjuntos de z-uplas son L.I. o L. D.

2 (3,0,0,0),(0,2,0,0), (0,0,1,0), (3,2, 1, 4)
Aplicamos la propiedad fundamental:

x(3,0,0,0) +y(0,2,0,0) +2(0,0, 1,0) + £(3,2, 1, 4) = (0, 0, 0, 0)

Esta igualdad da lugar al siguiente sistema de ecuaciones:
3x + 3t=0
29+ 2t=0
z+ t=0
4r=0

Por tanto, los vectores son L.I., pues la tinica combinacién lineal de ellos que da lugar al vector cero es

sus soluciones son: x=0, y=0, 2=0, =0

la que se obtiene con coeficientes todos nulos.
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3 (3,0,0,0), (0, 2,0,0),(0,0,1,0), (3,2,1,0)
Aplicamos la propiedad fundamental:
x(3,0,0,0) +y(0,2,0,0) +2(0,0,1,0) +£(3,2,1,0) = (0, 0, 0, 0)
Esta igualdad da lugar al siguiente sistema de ecuaciones:

3x + 3:=0
2y+ 2r=0¢ sussolucionesson: x=-A, y=-A, z=A, t=1A
z+ t=0

Como hay soluciones distintas de la solucién trivial, los vectores son L.D.

4 (2,-4,7),(1,0,2),(0,1,2)
Aplicamos la propiedad fundamental:
x(2,-4,7) +y(1,0,2) +2(0, 1,2) = (0, 0, 0)
Operando, llegamos a:
(2x +y, —4x + z, Tx+2y+22) = (0,0, 0)

Esta igualdad da lugar al sistema:

2x+ y =0
—4x + z=0
7x+2y+2z=0

Este sistema tiene como solucién tGnica x =0, y =0, z=0. Por tanto, los vectores son linealmente
independientes.

5 (1,0,0),(1,1,0),(0,0,0)
Explica por qué si en un conjunto de vectores estd el vector cero, entonces son L.D.
* Aplicamos la propiedad fundamental:
x(1,0,0) +y(1, 1, 0) + 2(0, 0, 0) = (0, 0, 0)

Si hacemos x =0, y=0, z puede tomar cualquier valor, por tanto, los vectores son linealmente de-
pendientes.

- >

-
* Sien un conjunto de vectores uj, u,, ..., u, estd el vector cero, podemos conseguir una combina-
cién lineal de ellos:

- - -

XjUp=xUy+...+x,_ju,_;+x,0 =(0,0,0,...,0)

enlaque x;=x,=...=x, ;=0 y x,#0. Como no todos los coeficientes son nulos, los vectores
son linealmente dependientes.
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1 Calcula el rango de las siguientes matrices:

[N

1 3 -1
2 -1 5
1 10 -8

B:

N W

(1.9
@3+ (1.3

3)-2-(1.%

(1.9
@3-2-(19
(3.5-0.9

-3
4
-1

(1.9
235 +@1.3
(3H-2.(1.3

(1.9
@9

(3.3 + (1.%)
(4.9

S O O~

(1.9
@9
(39
4.3+ (39

S OO o~ N O

o = N O

S O O~

(1.9
@9

(67 =

(1.9
@9

(3.3 + (29

0 -3
11
55

223

(1.9
29
(B33)-5-29

(1.9
@9

2.3 + (2.9
4.9 —4. (2.9

-1
2 -1 1 2
0 -11 -5 4
0 0 0 O

— ran(D) =3
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1. Matrices traspuestas

Hazlo tu. Comprueba que: (4 + B) C*=A4*. C*+ B*. C*
21

A <1_21)B (40_1)C 10
“3o1) 7 21 0) 7T
03

121\ (4 0 -1\ (5 -2 o} 521
30 1/"\210/)7\1 1 1/7\"
0 1
o (210
“\1 0 3
51\ 5y oy (1153
(A+B)YC'= -2 1 < ): 3 2 3
10 3
0 1 1 0 3
13 5 -1 9
210
At . Ct=|=2 0>.< )(4 2 0)
10 3
11 3 13

t 4 2\ ) gy [6 -4 6
e LN B g N RV

A+ B) =

-1 0 -2 1 0

5 -19 6 -4 -6 11 -5 3
A" C'+B*-C'=(-4 2 Of+[1 0 3 |=|-3 2 3
3 .13/ \-2 1 0 1 0 3

Hemos obtenido el mismo resultado, luego la igualdad es cierta.

8. Calculo de los elementos de una matriz

a 1
0 —a

a 1V (a1 20 a 1 ala-1) -1
X -X- (0 —a) _<0 —a>:(0 42)_(0 —a) :( 0 a(a+1)>
ala-1) -1 (12 -1> ala—1)=12 A
0 ala+D)) =\ 0 20/ 7 a@+1)=20 7“7

3. Operaciones con matrices

12 -1
0 20/

Hazlo tu. Dada la matriz X = ( ), calcula 2 para que X% - X= (

a0

0 2) verifica la ecuacién X2 -3X+21=0.

Hazlo tu. Halla los valores de @ para los cuales X = (
X2 _ a 0 2= 2t 0
02 0 4
2 2
2 (a0} (a0 10\ (4”°-3a+2 0
X 3X+2[—(0 4) 3(0 2)+2<O 1= 0 0
- 00
(" Sa+2 0):( )—)ﬂ2—3ﬂ+2:0—>41:2, 2y=1

0 0/ \00
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5. Matrices conmutables

Hazlo tu. Dada la siguiente matriz:

a-(o 1

obtén todas las matrices B que conmutan con ella.

b
La matriz B = (f d) ha de verificar A- B= B - A.

4B 1 2\ [a b a+2c b+2d
P V\o 1) \e 4)7\ ¢ d

B.A a b\ (1 2 a 2a+b
T\ d)No 1)\ e 2c4d

a+2c=a
a+2c b+2d a 2a+b b+2d=2a+b
< c d )=<c 2€+d> 7 =c

d=2c+d

De la 1.2 ecuacién y de la 4.2 ecuacién obtenemos ¢ = 0.

De la 2.2 ecuacién obtenemos « = 4.

b
Por tanto, B = (ﬂ ), con 4, be R.
0 «
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6. Matriz inversa de si misma

Hazlo tu. Prueba que si A% = A + I, entonces A es invertible (invertible es sinénimo de regular).
A*=A+1
A?2—A=1— A(A-1)=1 - A-1 eslainversade A, luego A es invertible.

7. Ecuacidon con matrices

21 10
Hazlo tu. Halla la matriz X que cumple AXA = 2BA siendo A = < ) y B= < )

3 2 23
SX—ﬂb
ca —Cd.

En la ecuacién AXA = 2BA multiplicamos en los dos miembros por A~! a la izquierda y a la derecha:

AXA=2BA — X=A"1.2BA-A"! — X=24"'BI=24"'B
L2 17 (2 4
Al = =
32 -3 2
Yoo 2 -1\ (1 0\ [0 -6
“\=3 2)\23/7\2 12
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9. Despejar una matriz multiplicando por las inversas de otras dos

1 -1 4 1
Hazlo tu. Halla la matriz X que verifica AXB=A + B siendo A4 = <0 1 ) y B= <_1 0).

Multiplicamos en los dos miembros de la ecuacién AXB=A + B por A7! alaizquierday por B! ala
derecha:

AXB=A+B — X=A"! (A+B)B‘1 = (A‘IA +A‘IB)B‘1 = ([+A‘IB)B‘1 =B 1+ A BB -5 X=B14+4"!
RTINS AR A U A T 4 1\ (o 1) wo [0 A1) [ty (1o

“\o 1) T\o1) “\-1 0/ T\1 4) "\ o4 /"o 1/7\1 s
10. Ecuacidon matricial: sacar factor comun

1 -1 31 11
Hazlo tu. Dadas las matrices 4 = (0 1 ) B= <_1 1) C= <1 0), halla la matriz X que verifica:

AX-A=B-C
AX-A=B-C - AX-1)=B-C
Multiplicamos en los dos miembros por 47! a la izquierda:

X-I=A1B-C) - X=I+A1'(B-0C)

cT) e
S D O )
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11. Potencia de una matriz

11
Hazlo tu. Dada la matriz A4 = (1 1), calcula A”.
A_11_ A2_11 1) (22) A3_A2A_22 11\ (4 4)
“\1 1) T\ 1)\ 1) T \2 2) T2 2\ 1) T \4 4)
4 4 11 8 8 gn=1 on-1
4_ 43, 4_ X _ . n_
AT=A7-4 (4 4) (1 1) <8 8)’ A (2"-1 271

12. Rango de una matriz

Hazlo tu. Estudia el rango de la siguiente matriz:

1 1 2
B={m 1 2
1 m+1 0
segun los distintos valores de .
1 1 2\ a9y 1 1 2 (1.3 11 2\ a® 11 2
B=|m 1 2| @y-m-(19 0 1I—-m 2-2m| @31 -m) 01 2| @3 01 2
1 m+1 0/ BH-@0.9 0 m -2 () 0 m =2] GH-m-@29 00 -2-2m

Si m=-1 — ran(M) =2 porque las dos primeras filas son L.I. y la tercera es una fila de ceros.

Si mz-1 — ran(M) = 3.
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1. Matriz inversa igual a traspuesta

a 00
Dada la matriz A= b 1 0|, calcular los valoresde a y b para que la matriz inversade A coin-

00 1
cida con su traspuesta.

AV =A" - AAT = AA" — [=AA’

a 00 a b 0
A=|b 10| - A'=[{0 1 0
001 001
a 00 a b 0 2 ab 0
A-A'=|b10]|-|1010]|=|ab 6*+1 0
001 001 0 0 1
2 ab 0\ (100 4=
ab b*+1 0|=[0 1 0] = ab=0 a=+1, b=0
o o0 1/ \0o01 b’ +1=1

2. Ecuacion con matrices

Calcular x, y, z tales que:
Iy\(1x\ (50
xz) \y 2/ \05

2
1=5
1 1 2 0 yor
( .y).( X)=<}’ +1 .X'2+.yz2)=((5) 5) N x+yz=0 —> )}: 12

X z)\) 2 X+yz X"+ 2 2

x“+z°=5
*Siy=2:
x+2z=0
2 2 - x=2,z=-1; x=-2, z=1
x“+z°=5
* Siy=-2
x—2z=0

s +2°=5

} — x=-2,2z=-1; x=2, z=1
Soluciones: x, =2, y,=2, z; =-1
x2=—2,)/2=2, Z2=1

XS :—2, }/3 2—2, 23 =-1

.X'4=2, _y4=—2, Z4=1
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3. Ecuacion matricial
Determinar la matriz X que verifique AXA — B = 0, siendo:

(35 23

AXA-B=0 — AXA=B — X=A"1BA"!

Hallamos la inversa de A:

3 1[1 0\ a9 3 1010\ @9+
2 2110 1) 3-@y+2.0 0-1/2 3 @
3 03 3\ a3 1ol1 1 (1
0 -1/2 3/ -@ 01|23/ 74 |23
1 1\ /5 2\ /1 1\ (4 3
= -1 -1 _ . . =
X=A"BA™ = <_2 —3) (1 3) (—2 —3) (—3 2)

4. Rango de una matriz

y 0 la matriz nula de orden 2.

Estudiar el rango de la matriz M segiin los valores del pardmetro t.

1 2 31

M=|1 t 3 2

1 8-3t 3 -2
1 2 3 1\ @a» 1 2 3 1\ a3 1 2 31
M=11 t 3 2 2.3 -(@1.9 0 r-2 0 1 23 0r-2 01
1 8-3r 3 -2/ (BH-019 0 6-32 0 -3/ (BH+3-29 0 0 00

La tercera fila es L.D. de las otras dos, luego el rango no es 3.

Las dos primeras filas son L.I., independientemente del valor de # luego ran (M) = 2 para cualquier
valor de 7.

5. Ecuacidn con infinitas soluciones

2 0 8 -9
Dadas las matrices A = (0 _1> y B= (6 _7>, hallar una matriz X tal que XAX-1 = B.
XAX'=B —> XA-=BX

1l X= (“ b
amamos = ¢ d .

(2 oHa S )

By 8 -9\ [a b 84—-9¢ 8b-9d
N6 —7)\¢ 4] \6a=7c 6b-7d

Igualando obtenemos un sistema de ecuaciones.

2a=8a-9c¢ 2a=8a-9c 2

2x=6a—-7c 2c:6a—7c} — =3

~b=86-94 7 —h-8b—9d

d=6b-7d —d=617—7d} = b=d
) a b

Solucion: X = ((2/3)a [7)

31
De todas las posibles soluciones, podemos tomar 2=3 y b =1, y obtenemos X = < )

21
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Para practicar
M Operaciones con matrices. Matriz inversa

1 Efectia, si es posible, las siguientes operaciones:

A-B B-D 3B-2C B-C D-.D’

5
2 -1
, 341 1 0-11 2 -3
siendo: A={0 3 B= <2 0 2 _1) =(3 1 o2 0) D= 1
10
2 3 4 11 4 -8 4 3
Az x2) - Baxs = 5 _qJ7l6 0 63
3 -4 1 1
5
3 41 1 -3 30
Boxg - Daxiy= ol Pl
2

. 2C3‘95_411 20_112 9 _12 3 3 0 -2 2 4\ (9 210 1 -1
T2 20 2-1/7°\3 1 20/7"\6 0 -6 -3/"\6 2 —40/7\0 2 =2 -3

B x4 - Cax4 — No se pueden multiplicar.

5 25 <15 5 10
-3 -15 9 -3 -6
Duxy-Dlaxg=| 63124 5 |,
2 10 -6 2 4

2 Dadas las siguientes matrices:

2 -1 01
-2
calcula:
a)A-B b)B-A ¢ B! d)A+B)A-B)
e) A2 - B2 f) (4 + B)? g)A2+BZ+2AB

aa-n- (362G )
b)B- 4= (2 _12><§ ;H; 5)

)<o 1 ‘1 o) (13 + (172) - 2.9 (2 0 ‘1 1/2) (1.9
C

-2{0 1) @9 4 210 1 25-2-019
2 01 1/2\ 172-9 1 0(1/2 1/4
0-2|-2 0/ 1/2)-29 01/ 1 O

1/2 1/4
1 0/

Por tanto, B~} = (
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SR
S TR I A <8-;>:
SR A BN
e AR e I GO (N B Ot R G N Y

d)(A+B)A-B) =

) (A+B)? =

3 0 8
3 Dada la matriz cuadrada A= 3 -1 6 |, comprueba que (4 + I)?> =0 y expresa A2 como
-2 0 -5
combinacién lineal de 4 e I
3 0 8 100 4 0 8 4 0 8 4 0 8 000
A+I={3 -1 6 |+[0 1 0]|=[3 0 6 |; A+D*=13 0 6]{3 0 6|={000
-2 0 -5 001 -2 0 -4 -2 0 -4/ \-2 0 -4 000
Expresamos A2 como combinacién lineal de A4 e I:
A+D?=0 > A+D - A+D=A?+A+A+1=A*>+24+1=0 — A*=24-1
1 -1
4 Dada la matriz A4 = ( 0 2 ), averigua cudl de las siguientes matrices es su inversa:
3/2 3/2 N 1 1/2
\1/2 172 ~\0 1/2
A M 1 -1\ [(3/2 3/2 11 M . de A
M=\, 5 )\1 127\ 1) M noesinversade A.
AN 1 -1\ (1 1/2 10 N eslai de A
N=1o 2/)\o 12/7\0 1) & eslainversade A.
1 2 -10 101
5 Halla las matrices inversas de A4 = 10) B-= 2 4] 7Y C=(010|]
011
Al-2 5420 L), Bl-—4 - - (-0 Cl=1 C—l—éi_ol
4]=2 > 12 172 |B]==4 - 12 141Gl T
0 -1 1
02 -1
6 a) Dadalamatriz A={0 0 1 |, prueba que A3 esla matriz nula.
000
b) Demuestra después que la matriz I+ A + A? es la matriz inversa de 17— A.
002 000
) A*=10 0 0; A>=A%-A={0 0 0
000 000

b) Veamos que 7+ A + A% esla inversa de [— A:
U+A+A*) (I-A)=T-A+A-A>+A*>-A3=1-A>=1-0=1
Como ([+A+A?%)-(I-A) =1 entonces I+ A+ A? eslainversade 7— A.
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5 -4 2
'7 a) Comprueba que A% =24-1, siendo A= 2 -1 1 | e I la matriz unidad de orden 3.
-4 4 -1

b) Utiliza la igualdad anterior para calcular A%,

a) 9 -8 4
A’=A-A=| 4 -3 2
8 8 -3
A2 =241
10 -8 4 100\, [9 -8 4
2A-71=l4 -2 2|-l010|=|4 -3 2
-8 8 -2/ \oo 1/ \-8 8 -3

b) Calculamos A%:
A = (AD2=QA-D*=QA-DQRA-1)=4A%> 2424+ I* =
=4QA-1)—4A+1=8A—41—4A+1=4A—3]=

5 -4 2 100 20 -16 8 300 17 -16 8
=412 -1 1|-3(010)=| 8 -4 4]|-1030]|=(8 -7 4
001 003

-4 4 -1 -16 16 -4 -16 16 -7
0 3 4
8 Dada la siguiente matriz: A =| 1 —4 -5 |, prueba que se verifica A% + I = 0 y utiliza esta
-1 3 4

igualdad para obtener A1°.

0 3 4\> /-1 0 1
A2=|1 -4 5| =[1 4 4

-1 3 4 -1 -3 -3

-1 0 1 0 3 4 -1 0 0
A3=A2. A=|1 4 4|11 -4 -5|={0 -1 0

-1 -3 -3/ \-1 3 4 0 0 -1
10 0 100, /000

A3+ I=10 -1 0 |+(0 1 0|=[00 0] > A3=-1
0 0 -1/ \oo1/ \ooo

Por tanto:

A4 =_T.A=-A

AS=-A.-A=-A>
AC=—A% A=-A3=1T

A7 =A
A=A A3 =A.(-)=-A
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M Rango de una matriz

9 Estudia el rango de las matrices siguientes:

1 2 3
1 -2 3 4 1 30
A=<—2 4 -6 s) B=(—1 0 0) C=|2 4 -6
12 —24 36
123 1030 001
D=2 40 E={02 0 3 F=1100
360 0101 010
1 -2 3 4\ a» 1 23 4
A= ( —6 8) @ +2- (19 (o 00 16) = ran(d) =2
B= ! 0 B)=2
1 0 — ran(B) =
1 -2 3\ @y 1 23
C=|-2 4 6| @y+2-09 0 0 0] - mn(C)=1
12 =24 36/ 3H-12-(1.9 0 0 0
12 3\ a3y 12 3\ a» 12 3
D=2 4 0] @9y-2-019 00 -6 23 00 6| = ran(D)=2
36 0/ 33y-3-(19 00 -9/ 6-B33-9-23 00 O
1 03 0\ (a» 1030
E=(02 0 3] @3 0203 - mnlE)=3
0101/ —2-B39+23 0001
001
F=[100| = ran(F)=3
010

10 Estudia el rango de estas matrices y di, en cada caso, el nimero de columnas que son L.I.:

111 2 21 3 1 -3 -1-1 11 11
15 3 3 1 -11 -1
37 55 11 1 -1
1 1 1 2\ a9 11 1 2\ a9y 11 1 2
A=12 3 5 11| @y-2-03 01 3 7| @y 01 3 7| > rmnd)=3
1 -1 629/ BH-03 0 -2 5 27 B)+2-29 00 11 41
Hay 3 columnas linealmente independientes en A.
21 3\ a9 21 3\ ay 213
B=14 2 -1| @»-2-03 00 7| @» 00 -7| = ran(B)=2
63 2/ BH-3-019 00 -7/ B9H=-@29 000

Hay 2 columnas linealmente independientes en B.
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1 -3 -1 -1\ 39 11 1 1\ ay
1 5 3 3| @Y 1 5 3 3| @y-ay
C=11 1 1 1] a 1 -3 -1 -1 GH-09
37 5 5] @9 3 7 5 5/ 49-3-09

fum—y

1 1 1)\ (e 1111
0 2 2| @y 0422
0 -4 -2 2| BH+@2Y 0000
0 4 2 2/ @4H-29 0000

®

N

— ran(C) =2

Hay dos columnas linealmente independientes en C.
11 1 1)\ a® I 1 1 1
1 -1 1 -1} @3y-0a9 0-2 0 -2

D=1y 1 21 ] eo-an o o 2 of 7 D=4
11 1 -1/ -0 o 0 0 -2

Las cuatro columnas de D son linealmente independientes.

11 Estudia el rango de las siguientes matrices segiin los valores del pardmetro m:

1 -2 2 1 1 1
m m+1
A=12 1 -1 B=|2 -4 —m C=( )
2m m-1
2 1 m 4 10 m?
-1 0 1 21 -1 m-2 0 0
D=0 m 0 E-= F= 0 m -1
2 1 m —-m
2 0 m -1 0 -1 m
1 2 2\ a» 1 2 2 (1.3) 1 2 2
A —- (21 1] @y-2-13 05 -5 2.3 05 -5
21 m/ BG3H-2-09 0 5 m—4] 6H5-29H 0 0 m+l
Si m=-1 — ran(4) =3
Si m=—1 — ran(4) =2
1 1 1 1.9 1 1 1 (1.9 1 1 1
*B — (2 -4 —m| @9H-2-019 0 -6 -m=2| @9 0 -6 -m-2

4 10 m?] Gy-4-0.9 0 6 m?>—4] B3+ 0 0 m-m—-6

m*—m—-6=0 —> m=3, m=-2

Sim=3y m=-2 — ran(B) =3

1 1 1
Si m =3, la matriz transformadaes [0 —6 5| — mn(B) =2
0 0 O

1 1 1
Si m =-2, la matriz transformadaes [0 —6 0| — ran(B) =2
0 0 O
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c m m+1\ 19 m m+1
“\2m om-1) @H-2-019 0 —-m-3

1) — ran(C) =1

Si m =0, obtenemos (0 3

-1 0) — rman(C) =2

Si m =-1, obtenemos ( 0

-3 -2
Si m =-3, obtenemos ( 0 0 ) — ran(C) =1
En cualquier otro caso, 7an(C) = 2.

Esdecirisi m=0 o m=-3, ran(C)=1 ysi m=#0 o m=-3, ran(C) = 2.

10 1 (1.9) -1 0 1
e D=|(0 m 0 2.3 0 m 0
2 0 m?=1) BY+2-09 0 0 m’+1

La tercera fila nunca es una fila de ceros.
Sim20 = man(D)=3
Si m=0 = ran(D) =2

B 21 -1\ @3 2 1 -1
"\l m o-m) 2-23H-019 0 2m—-1 2m+1

Si m::% — ran(E) =2

Si m=% — ran(E) =1

m—2 0 0\ a3
o F= 0 m =1 @29
0 -1 m/| GB3+U/m- @25

m-20 0
Si m=20 — 0 m -1
0 0 m--L

m

Miramos las filas.

Si m=2 — ran(F) =2

m— =0 2> m=-1, m=1

1
m
Sim=1 — ran(F) =2

Si m=-1 — ran(F)=2

2 0 0
Si m=0, obtenemos F=|(0 0 —1| — ran(F) =3
0-1 0

Sim=2, mz1ly mz-1 — ran(F)=3
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M Ecuaciones con matrices

12 Calcula X tal que X— B?=A4- B, siendo:

101 10 -1
A=[110 B={11 1
002 00 1
X=A.B+ B?
100
A-B=[210
002 20-2
Lo o X=142 1
B’ =121 1 003
00 1

13 Resuelve el siguiente sistema dado en forma matricial:

200G A0

1 -1\/x - 1 x1\/3 x=y\ 3+2x x— y=3+2x| x+y=-3
3 2\y) \y -1)\2 - 3x+2y) \3y-2 _)3x+2y=3y—2 3x—y=-2

Sumando:
4x=-5 — x= _75 — y=-3-x=-3+ %:;—7
Solucion: x = TS; y= 77
14 Halla dos matrices A y B tales que:
8 4 7 9 2 16
24+3B=18 11 -6 -A+5B=|17 1 -10
8 3 13 9 5 13
8 4 7
2A+3B=[18 11 -6
8 3 13
18 —4 32
—2A+10B= {34 2 =20 Multiplicamos por 2 la 2.% ecuacién.
18 10 26
26 0 39
13B= {52 13 -26 Sumamos miembro a miembro.
26 13 39
20 3
B=141 =2 Multiplicamos por %
21 3

Despejamos A en la 2.* ecuacién:

9 -2 16 10 0 15 9 -2 16 12 -1
A=5B-(17 1 -10]=(20 5 -10|-|17 1 -10|=(3 4 O
9 5 13 10 5 15 9 5 13 10 2

1 2 -1 20 3
Solucion: A={(3 4 0|, B=|4 1 =2
10 2 21 3
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15 10
Dadas las matrices M = <_1 3> y N= ( 3 0), halla dos matrices X e Y que verifiquen estas
condiciones:
X-2M=3N
M+N-Y=1

voanaanoall 0o LS (3 0),(2 10} (510
=3Nw2M =35 o1*2( 1 3)7\9 0)*\ 2 6/7\7 ¢
vontano 1o [ L5\ (1 Oy (1 o) (15
ST L 3/ 30/ 7o 1)7\2 2

Calcula una matriz X que conmute con la matriz 4, estoes, A-X=X-A4, siendo A= <(1) i)
A-X=X-A
1 1\ (a b\ [a b\ (11 avrc b+d\ (a a+b
(O 1>'<c d>=(c d>.<0 1) _)< c d >=(c c+d)
a+c=a } —¢c= 0

b+d=a+by = a=d
d= c+d ] > ¢=0

% a b
“\0 a
Considera las siguientes matrices:

0 2 -1 “\2 2 -

a) Calcula B! por el método de Gauss.
b) Halla X tal que BX-A4 = C".
¢) Determina la dimensién de una matriz M para poder calcular AMC.

d) ;Cudl debe ser la dimensién de N para que C’N sea una matriz cuadrada?
B 211 0\ @9y 211 0\ ay-@29 2002 -1\ amn2 101 -1/2
2) B= 220 1) @9-09 01[-1 1) @9 01|-1 1) @9 01/]-1 1
g1 (1 12
T\l 1
b)BX-A=C" — BX=C'+A - X=B(C"+ 4)
X 1 =172 1 0 =2 2-10
"l S22 0/"0 2 41
% 1 =172\ (3 -1 -2 4 -3 -3/2
-1 )2 4 1) s 5

) Ao 3Mimx C3 x 2)

M debe tener dimensién 3 X 3.
d) C'0 53 Nimx my = Mz x 2)

N debe tener dimensién 3 X 2.
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18 Sea la siguiente ecuacién matricial AX—- B + C=0, donde
A 4 1 B 1 2 0 -1 C 0-1 21
o)l 2a10/7 10 30
a) Calcula A7! aplicando la definicién. b) Resuelve la ecuacién.

y <4 1) 4 (a [7)
VA= o)A =0 u

R 4 1\ [a b\ (10 4a+c 4b+d\ (1 0
A=l o/ \e 2o 7 e 2 )T

4avc=1

4b+d=0 0 1
— _ _ _ 1 _

_d:() ﬁ‘Z_O) b— 1, C—l, d—4ﬁA —(1 4)

—b=1

b)AX-B+C=0 - AX=B-C - X=A"1(B-0C)
¥ 0 -1 1 2 0-1\ /0 -1 2 1 0 -1\[(1 3 2 =2 3 1 -4 0
T\t 4)\2-110/7\1 0 30/[7\1 4/\3-14 0o/ \-11 -1 14 =2

19 Dadala matriz 4 =

N O =
S = =
- O

a) Calcula 471
b) Halla la matriz X que verifique AX +24 =1L

1 10/1 00\ a» 1 1 0/1 0 0\ (a»
2 (01 0/010] @3 01 0/0 1 0] @3
201001/ BY-2-019 0-21(-20 1/ GYH+2-29
110 1 00\ ay-» 100/1 -10 1 -1 0
010 0 10] @ 0100 1 0] >41=[{0 10
001221/ 33 0012 2 1 -2 21
b)AX+24=1 - AX=1-24 — X=A"11-24)
1 -1 0 100 110 1 -1 0 -1 -2 0 -1 -1 0
X=10 1 0 010]-2{010)1=l0 1 O 0O -1 0|=(0 -1 O
-2 21 001 201 -2 2 1 -4 0 -1 -2 2 -1
31 -1 2 3 -1
20 SeanA=<2 0>,B=<1 1>yC=(1 2).
a) Despeja la matriz X en la ecuacién X4 - B = XC. b) Calcula X.

Q) XA-B=XC - XA-XC=B - X(A-C)=B = X=B(A-C)"!
-1 2\ (/3 1\ (3 -1

= — _1= . —

b) X=B(4-C) (1 1) [(2 o) (1 2)

o (1 2) [0 2 -

W1 o1\ =2
0 21 0\ ay+@y 1 0l1 1) a9 1 0ol1 1\ a9 10l1 1
1 201/ @3 1 200 1/ @y-a9 0 -2/ -1 0/ @32 01120

£ (3 M o) )

-1
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21 Dadasl 'A2_331_4
adas las matrices —_35 y —_9 5.

a) Calcula las matrices X e Y que verifiquen 2X-Y=4 y X-3Y=B.
b) Halla la matriz Z tal que B + ZA — B* =3I donde I es la matriz unidad de orden 2.

2 - 2 -
ax-v-(? ) ax-v-(? 7))
()

2X—- Y=A4 -3 5 -3 5
V| x-3v-8 " a1 4 O ey 28
3= 5 —2X+0¥ =115 1o
Sumamos:

(2 8 N(2 ) Ly (03
=18 210)"\3 5 ) 72 =\15 5

1[0 5) [0 1)
= 5(15 —5)‘(3 -1

Despejamos X en la segunda ecuacién:

x 1 -4 3y 1 -4 3 0 1 1 -1

“\9 5 )77 9 s )T s -1 o 2
1 -1 0 1

Las matrices solucién son X =( ), Y =< )

0 2 3 -1
b) Despejamos Z de la ecuacién:
ZA=31+B'-B
Se podré despejar Z si A se puede invertir.

det(A) =1 — existe A7}

ey
(o 3l -G )

x -1
22 Seala matriz A = ( )
1y

7=

HH RN H

a) Calcula A2

x+1 =2
2 -1/

a) A% = (x -1 A -1 = x* =1 )
1y Ly X+ )/2—1

W —l=x+1

b) ol ey (w0l 2) eyl
xvy o1 2 4 xvy=2[ 7777

b) Determina x e y para que A2 = (

Y —1=-1
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Para resolver
1 00
. 1 -3 5 123
23 Dadas las matrices B={0 1 0 |, C= <_2 4 —6) y D= (0 1 0):
0 m
a) ;Para qué valores de m existe B~'? Para m =1, calcula B\

b) Para 7 =1 halla la matriz X tal que X.-B+ C=D.

-1

a) Calculamos la inversa de B:
1 0 0/1 00\ a9 100100
01 0/01 0| @3 01 0010
0 -1 m|(0 0 1/ BI+(29 00 mOT11

Podemos conseguir / a la izquierda solo si 72 # 0, luego existe B! si m = 0.

(1.9) 1001 0 O
2.3 010(0 1 0
BAIm 0010 1/m lm

Calculamos B~ para m = 1:

1 00 10
B={(0 1 0]—> B'=(01
0 -1 1 01

— o O

b)X-B+C=D - X-B=D-C — X=(D-C)B™!

123, (1 -3 5 (1)(1)3 05 2 (1)‘1)8 03 -2
“f\o10/7\2 4 ¢ \2 -3 6) 23 6
011 011
2 1 1
24 Dadas las matrices A=| 2 3 2 | e I (matriz unidad de orden 3):
-3 -3 2

a) Calcula las matrices (4-1)% y A(4-1I).
b) Justifica que la matriz A es invertible.

¢) Comprueba que no existe la matriz inversa de A — 1.

d) Determina el valor del parimetro real A para que se verifique A~! = M(4 - 21).

2 1 1 00 1 1 1
A A-I1=|12 3 2 |- 10)={2 2 2
-3 -3 -2 01 -3 -3 -3

1
0
0
1 1 1 1 1 1 000
(A1)2=222-(222=000
3 -3 -3/ \000

AA-D=[2 3 2|2 2 2

2 1 1\ /1 1 1 (1 11
332/ \3 33

-3 -3 -3
b) En el apartado anterior hemos visto que:
A-T=AA-1) > A-T=A*-A — -A?+24=1 - A(A+2D) =1

Por lo tanto, A es invertible y su inversa es (=4 + 21).

Matematicas |l
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¢) Llamamos B=A- 1.
B?=0
Si B fuera invertible, B*.-B1=0.B1=0
Ademis, cualquier matriz cumple que B>- B'=B.B.-B'=B.I=B

B>.B7'-0

Tendriamos entonces que —_,
B°-B7 =B

} — B =0, lo cual es falso.

Por tanto, B =A— I no es invertible.

d) Segtin el resultado del apartado b), A~ = —(4 - 21).

Por tanto, A =—1.

1
25 Dada la matriz A4 = ( 0

1 1), halla la matriz X tal que XA + A* =21

XA+A" =2 - XA=2[-A" - X=(2[-A")A"!

1 0ol1 0\ ay 1 0/10 A_llo
1100 1) @y-an 0111 7 11
210 1 —1\| /1 0\ (1 1)\ /1 0\ (21
No 1/ \o 1/{\1 1/ \o 1/ \11/7\11
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X=

26 Calcula A” y B” siendo:

acfo ) Bl
- ~\0 3
0 0 1
1 1/7 17\ (1 1/7 1/7 1 2/7 217

e A2-A.A={0 1 o ]{0 1 o0 ]=l0 1 O
0 0 1 0 0 1 0 0 1

1 2/7 217\ (1 1/7 1/7\ [1 3/7 3/7
A3=A%2.A=10 1 o0 |{0 1 o0 |=(0 1 o
0 0 1 0 0 1 0 0 1

1 nl7 nl7
Asi, A”={0 1 0 |. Lo probamos por induccién:
0 0 1

Acabamos de comprobar que para 7 =2 (primer caso relevante), funciona.

Suponemos que ¢es cierto para 7 — 1:

1 n=1/7 n=1/7\ (1 1/7 1/7 1 nl7 nl7
A"=A""1.A=10 1 o |-lo 1 o0 ]=l0 1 o0
0 0 1 0 0 1 0 0 1
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oy O O 2o o)
pertone (s 0 -0 215 )

10
0 3"

Igual que en el caso anterior, para 7 =2 se cumple.

Por tanto, B” = ( ) Lo probamos por induccién:

Suponemos que es cierto para 7 — 1:

Bn_anlB_l 0 10\ (10
- 710 3771)\o 3/7\o 3"

4 5 -1
27 Dadalamatriz A=|-3 -4 1 |, calcula A2, A43,..., A28,
-3 -4 0
4 4 1
A%2=A.-A=-3 -3 -1
0 1 -1
100
A3=A%* A=(010]|=1
001

AY=A3 A=T-A=A

4 4 1
A128:A42-3+2:(A3)42_A2:[42_A2:I_A2:A2: -3 -3 1
0 1 -1

28 Determina, si es posible, un valor de % para que la matriz (4 — £I)? sea la matriz nula, siendo:

0 -1 -2

A=|-1 0 2

1 1 3
0 -1 -2 k OO\ [k -1 =2
A—/e[:—lO—Z—O/eO:—l—/e—2
3 0 k 1 1 3-%

000
A—kD?= -1 —1 b 2 |=|2k-2 FP-1 4k—4 |=|0 00| > k=1
000

0
k1 k-1 =2 B -1 2k-2 4k—4
1 1 3- /e 1 3—k] \2-2k 2-2k k> —Gk+5

29 Estudia el rango de las siguientes matrices segtn el valor del pardmetro £:

1 -1 -1 2 -14 1 3 2 -1 -1 1 02
M=(1-1 2 N=(-21 3 P=(2 6 4 k Q=(1 3 10
21 & 1 £ 2 4 12 8 -4 2 10 3 k&
1 -1 -1\ @9 1 -1 -1
M=(1 -1 2] @y-@a9 0 0 3 | = rmn(M)=3 paracualquier valor de 4
2 1 k) GH-2-09 0 3 k+2
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2 -1 4\ a» 2 -1 4
N=[=2 1 3] @y+a» 0o 0 7| > 1+2k=05ik=—%
1 £ 2] 2-33)-(19 0 142 0
* Si /e:—% — ran(N) =2
. Si ki_% — man(N) =3
1 3 2 -1\ a» 1 32 -1\ a? 132 -1
P=1|2 6 4 k| 33:4 1 32 1| @y-@1» 000 O
4 12 8 —4] @93 26 4 k) 3y-2-019 000 £+2
*Si b=-2 — ran(P) =1
*Si k22 — ran(P)=2
-1 1 0 2\ @a»®» -1 1 0 2 (1.9 -1 10 2
Q=11 3 10| @y+ay 0 41 2 | @y 0 41 2
2 10 3 E] ByH+2-019 0 12 3 k+4] B3H-3-29 0 00 k=2

°Si k=2 — ran(Q)=2

°Si k22 > ran(Q)=3

11
30 Calcula una matriz X que conmute con la matriz A4, estoes, 4-X=X-A4, siendo 4= ( 0 1).

Despusés, calcula A24+2471. X
U x 1 a b a+c b+d
(ab) o 1) \e d)T\ ¢ 4
X-=

cd_>XAa[7 11 a a+b
e d)\0 1)\ e c+d

a+c=a c=0 4 b
brd=a+by d=a X:(O ﬂ), con 4, b R

han de ser iguales.

d=c+d c=0

IR S 12 21—1 ab_12 2ab—a_1+242+2b—2a
" o 1) o 1) Vo 2/ 1) o 2 )T\ o 1424

(Observamos que la matriz que hemos obtenido también es de las que conmutan con A4).

21 10
31 Sean las matrices A4 = ( 3 2) y B= ( 2 3>. Determina la matriz X que verifica AXA = 2BA.

AXA=2BA — X-= A_l(ZBA)A_1 — X=24"1B
Calculamos A~

2 1]1 0\ as 211 0\ ay-@y
3200 1) 2.e9-3.a5  \o 1|23 2/ @

2 0|4 -2\ a9n 1 0l2 -1 (2
01/-3 2/ cn-@y 013 2) 7% \3 22
oy (2 1) (1 0) (4 2) (1 0) (0 -6

" \3 2/\23/7\6 —4)\2 3/7\2 —12
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32 Sean A4

y B las matrices dadas por:
520 a b0
A=({250 B=|c c 0
001 001

a) Encuentra las condiciones que deben cumplir los coeficientes a, b, ¢ para que se verifique A- B= B - A.

b)Para a=b=c=1, calcula B,

520\ /a b0 Sa+2c 56+2c 0

A)A-B=|2 5 0|-|c ¢ 0])=|2a+5¢c 2b+5¢c 0
001 001 0 0 1
a b0\ /520 Sa+2b 2a+56 0
B-A={c ¢ 0]12 5 0= 7c 7¢c 0
001 001 0 0 1

Para que A - B=B- A, debe cumplirse que:

Sa+2c=5a+2b| c=b
56+2c=2a+5b| c=a

2a+5c=7c¢ Tc=7c¢ a=b=c
2b+5c="7c Tc=Tc
110
b)B=[110
001
110\/110\ /220
BZ-(110]|l110]=(220
001/\001/ \oo01
220\ /1 10\ (440 [222%0
B3-B2.B=220]|(1 10]=|4 4 0]|=(2%2%0
oo1/\oo01/ \oo1/ ‘o o1
220\ /220 /880 [222%0
Bi-B2.B2-|220]|(220]=({8 8 0]|=(2%2%0
001/\oo1/ loo1/ \o o1
22 27 0
Asi, B10={2° 27 0
0 0 1

33 Una matriz cuadrada se llama ortogonal cuando su inversa coincide con su traspuesta.

Calcula x e y para que esta matriz A sea ortogonal:

3/5 x 0
A=y -3/50
0 0 1
Si A7'= A%, hadeser A- A’ =1I; entonces:
35 x 0\ (3/5 y 0 925+x*  (3/5)y-B/5)x 0\ /1 0 0
A-A'=| y -3/5 0] x -3/5 0|=|B/5)y-B/5)x  y*+9/25 0|={0 1 0
o o 1/\o o 1 0 0 1/ \0 01
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9 2 2 16| 4

55 v X = x=og| x=t 5

%y—%xzo y=x y=x

2.9 _ 2_16

¥ +X_l Y =75

Hay dos soluciones: x; %, = %; Xy = %, Yy = %

Halla todas las matrices X = ( ) con a, b€ R, que satisfacen la ecuacién matricial X? = 2X.

O N S AN

a*=2a

b(a+c)=2b En funcién de las soluciones de este sistema, obtenemos distintas matrices X solucién:
2

=2

0 2 X 00 2 0 X 20
a=40, c= —> =\s 2 a=2, c= —> =\s 0
0 0, 6=0 X 00 2 2, b=0 X 20
a=0, c=0, =0 — X= 00 a=24, c=2, b=0 — X= 0 2
100 100
Dadas las matrices A=|1 0 0| y C=|2 1 0|, hallala matriz X que verifica la siguiente
100 322

relacién: XC + A = C + A2
XC+A=C+A* > X=(C+A*-A)C!

A? =

—_

00
0 0]
00

—_

00
0 0=
00

—_

00
00|=A—> A*-4=0
00

1
X=(C+A*-A)C'=cct=I=1|0
0

S = O
— o O

0 -1 12
Halla la matriz X que verifica AX + B =3X, siendo A4 = (1 0 ) y B= (3 4>.

AX+B=3X - AX-3X=-B —» (A-30)X=-B — X=(A-31)"'(-B)

assi= (1 5)300 V- )

Calculamos (4 - 371)™%:
-3 —-1|1 0\ a» -3 —1 |1 0\ 10-(1.3H-(@29
1 -3/0 1/ 3-@3+@1.9 0 -10|1 3/ @9

— - 1.9/(=30 1 -3/10 1/1 -3/10 1/10
(30 0‘9 3><><> ( 0‘3/0 /o>_>(A_3[)_1:(3 )

0 -10/1 3/ @310 \0o 1|-1/10 -3/10 ~1/10 -3/10
~3/10 1/10'\ [-1 -2\ [0 1/5
= i 71_ = . =
X=(A-307(B) = (—1/10 —3/10) (—3 —4) (1 7/5)
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3'7 a) Despeja la matriz X en la siguiente igualdad: AXA + B= B(24 + I)

1 -1 1 2
b) Calcula la matriz X en el caso de que 4 = (0 1 ) y B= (_1 _1).

a) AXA+ B=BQA+1) > AXA=B-2A+B-B=2BA —

— AX=2BAA'=2B — X=A"'.2B=24"'B

11 PR
01/ 7% o1

b) Calculamos A~

1 -1/1 0\ )+@29 10
0 1/0 1/ @9 01

xeofy 4 2 2

38 Una empresa conservera elabora tres tipos de latas de cangrejo L;, L, y L;. Para ello necesita
hojalata, cangrejo, aceite y sal. Dos almacenes se encargan de distribuir el producto a las tiendas.
Considera las siguientes matrices:

A: Demanda de los almacenes B: Cantidad de material en gramos por lata

L, {90 30 50 10
B=L,|100 50 90 15

(100 200 150)
L; \105 40 75 10

120 250 100

El coste, en euros, de cada gramo de material es 0,01 la hojalata; 0,05 el cangrejo; 0,04 el aceite
y 0,001 la sal.

a) Escribe la matriz de costes C, de forma que puedas multiplicarla por la matriz de materiales.

b) Calcula e interpreta AB, BC y ABC.

Hoj. [ 0,01

Can. | 0,05
A C= a1 o004

Sal 10,001
) g (100 200 150 19000 28 ;g 1(5’ 44750 19000 34250 5500
)AB = 120 250 100/ 46300 20100 36000 5950

105 40 75 10
La matriz que hemos obtenido, AB, expresa, por filas, la cantidad, en gramos, de cada uno de los
materiales necesarios para fabricar todas las latas que demandan los almacenes.

0,01
90 30 50 10 4,41

0,05
BC={100 50 90 15 |- =|7,115
105 40 75 10 0,001 6,06
La matriz BC representa el coste de los materiales utilizados en una unidad de cada tipo de lata
Ly, Ly, Ls.
90 30 50 10| | 1
ABC 100 200 150 100 50 90 15 0,05 2773
~\120 250 100/ | 0,04 [712913,95
105 40 75 10 0.001

Este tltimo producto de matrices, ABC, nos indica el coste, en materiales de fabricacién, de todas
las latas que demanda cada uno de los dos almacenes.
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39 En un edificio residencial hay tres tipos de viviendas: L3, L4 y L5. Las viviendas L3 tienen
4 ventanas pequeiias y 3 ventanas grandes; las L4 tienen 5 ventanas pequeias y 4 grandes, y las
L5, 6 pequedias y 5 grandes. Cada ventana pequena tiene 2 cristales y 4 bisagras, y las grandes,
4 cristales y 6 bisagras.

a) Escribe una matriz que describa el nimero y el tamaiio de las ventanas de cada vivienda y otra
que exprese el niimero de cristales y bisagras de cada tipo de ventana.

b) Calcula la matriz que expresa el nimero de cristales y de bisagras de cada tipo de vivienda.

a) P G CB
L3 (4 3 P /2 4
L4 54;G<4 6)
L5 \6 5
b) P G CB C B
L3 (4 3 P (2 4 L3 (20 34
L4 |5 4); = L4 |26 44
G\4 6
L5 \6 5 L5 132 54
Pagina 60

40 La tabla adjunta muestra la cantidad de vitaminas A, By C que posee cada uno de los productos

P, Q, R, S por unidad de peso:
ABC

»wmO -

102
210
111

a) Queremos elaborar una dieta en la que entren todos los productos, de manera que contenga
20 unidades de vitamina A, 25 de vitamina B y 6 de C. ;Es posible hacerlo? ;De cudntas for-
mas?

b) Obtén, en funcién de la cantidad de Q que entre en la dieta, las cantidades de los otros pro-
ductos. ;Entre qué valores habria de estar la cantidad de producto Q?

a) Llamamos D a la matriz que indica las cantidades que queremos tomar de cada vitamina:

A B C

D= (20 25 6)

Llamamos X a las cantidades que debemos tomar de cada alimento:
PQRS

X= (x y z t)

Llamamos M ala matriz que indica la cantidad de vitaminas por producto:
120

M- 102
210
111

El producto XM indica la cantidad de vitaminas que hemos tomado, luego XM = D.

1
(x y 2z 1) ; =(20 25 6)
1

—_—— O
— O N

(x+y+2z+t 2x+Z+1 2}/+t)=<20 25 6)
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Obtenemos un sistema:

x+ y+2z+1t=20
2x + z+t=25p x= ll—lk y=3- K,z=3,t=7x
2y + t=06

Es un sistema compatible indeterminado, luego si es posible hacerlo y hay infinitas formas de con-
seguirlo.

b) Si hacemos y = A, obtenemos: x=2A, y=A, z=3, t=6-2A.

Como las cantidades no pueden ser negativas, ha de ser 0 <A < 3.

41 a) Comprueba quesi A es una matriz cuadrada tal que A% = 24— I, donde I es la matriz iden-
tidad, entonces A es invertible. ;Cudl es la expresién de 4712

5 -4 2
b) Utiliza el apartado anterior para calcular la inversa de la matriz 4= 2 -1 1
-4 4 -1

Q) A%2=24-1 = A*-24A=-1 — -A?+24=1 - AA+20)=1
Por tanto, A es invertibley A7 = —A + 21.
b) Comprobamos que A% = 24 - I:

5 -4 2 -4 2 -8 4
AZ=12 -1 1 11) -3 2
4 4 4 -8 8 -3

5 —4 2 100 9 -8 4
2A-7=2(2 -1 1]|-l010]|=|4 -3 2
—4 4 -1/ \o0 01/ \-8 8 -3

Puesto que A2 =24 -1, por el apartado anterior, A es invertible y su inversa es:
5 -4 2 100\ (-3 4 =2

Al =-A+2l=-2 -1 1 |+2[0 1 0]={-2 3 -1
-4 4 -1 001 4 -4 3

1 0 O
42 Dadalamatriz A={-3 1 -1 |, halla una matriz X que verifique la ecuacién X4 + A= A7L.
5 -1 2

XA+A=A"" > XA=A7"-4 - X=AT"1-AA" =47 -
De otra forma:
X+DA=A"T" > X+D=A"1)? - X=(4"H?-

Calculamos A~

1 0 0100\ a9 1 0 0/1 00\ (9
31 -1/010] @9+3.09 01 -1/3 10| @3
5 -1 200 1/ B3y-5-019 0 -1 2|50 1/ G3y+@d
10 0/1 00\ a9 100l1 00
01 -1/3 10| @y+69 010121
00 1/211/ 63 001211
1 002 /100 1 00\ /100 0 00
X=(ANH2-7=|1 21|-|l010]|={1 53|-l010|=|1 43
211 001/ \=332/ o001/ \=331
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Cuestiones tedricas

43 ]Justifica por qué no es cierta la igualdad:
(A+B)-(A-B)=A*-B?
cuando A y B son dos matrices cualesquiera.
(A+B)-(A-B)=A*—-AB+ BA- B?

Para que la igualdad fuera cierta, tendria que ser AB = BA; v, en general, no es cierto para dos matrices
cualesquiera.

44 Sea A una matriz de dimensién 2 X 3.
a) ;Existe una matriz B tal que A - B sea una matriz de una sola fila?
b) ;Y para B.A?
Pon un ejemplo para cada caso.

1
100
a) No; A - B tendrd 2 filas necesariamente. Por ejemplo, tomando 4 = ( 21 O) y B=|2], te-
0

1
nemos que: 4 - B = (4>

b) Si; si tomamos una matriz de dimensién 1 X 2 (ha de tener dos columnas para poder multiplicar
B - A), el resultado tendrd una sola fila. Por ejemplo:

100
SiA=<2 ] 0) y B=(1 2), entonces B-A=(5 2 0).

45 Sean A y B dos matrices cuadradas de igual orden. Si A y B son simétricas, ;lo es también
su producto 4 - B?

Si la respuesta es afirmativa, justificala, y si es negativa, pon un contraejemplo.

Si A y B son dos matrices cuadradas de igual tamano, simétricas, su producto, A - B, no tiene por
ué ser u iz simétrica. j :
é ser una matriz simétrica. Por ejemplo

120 -1 3 1 5 1 1
SiA=|211|yB=(3 -1 0| > A-B={2 5 1| noessimétrica.
011 1 0 -1 4 -1 -1

46 ;Fs posible encontrar una matriz A no nula tal que A? sea la matriz nula?
En caso afirmativo, pon un ejemplo.

Si, por ejemplo:

as o o 25 -0 )

0 3 4
47 Dadalamatriz A= 1 —4 —5 |, prueba que se verifica A% + 1= 0 y utiliza esta igualdad para
-1 3 4

obtener A1,

* Haz A10=(43)3.4 y ten en cuenta que A3 =-I

-1 0 1 -1 0 0 000
A2=(1 4 4 ) A=l0 -1 0] > A*+I=[00 0
-1 -3 -3 0 0 -1 000

Obtenemos A'0 (teniendo en cuenta que A3+ 7=0 — A3 =—I):

0 -3 -4
AV (433 A= (D)P - A=-[-A=-A=|-1 4 5
1 3 -4
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48 Sea A unamatriz cuadrada de orden 3 tal que 4;;=0 si i#j (4 es una matriz diagonal). Prueba
que el producto de dos matrices diagonales es una matriz diagonal.

SiA=|{0 ay 0|y B=|0 by, 0|, suproductoes A-B= 0 ayb,, 0 |,

que también es una matriz diagonal.

49 Definimos la traza de una matriz cuadrada A de orden 2 como #r(4) = a,; + a,,. Prueba que
si A y B son dos matrices cuadradas de orden 2, entonces #r(A4- B) = tr(B - A).

a11 ﬂu) B- (511 by,

b é entonces:
a1 4 21 922

ay by +apnbyy ay by +anby,

SiA:(

A-B= < ) = (A B) = ay by + aypbyy + 431615 + axybyy

ay byy +ay by ay by +ayby,

byyayy + bipay byyap+bypay

B-A=
byyayy +bypayy  byyayy+byay

) —> IV(B . A) = ﬂllbll + 6121&12 + ﬂlzbzl + ﬂzzbzz
Por tanto, tr(A-B) =tr(B- A).

50 ;Verdadero o falso? Justifica tu respuesta y pon ejemplos.

a) Si A es una matriz 2 X 2 cuyo rango es 2, su rango no varia si le anadimos una fila o una
columna.

b)Si X—AX =B entonces X = (I-A)"'B.

3
d)Si AB = BA entonces (AB)! = (BA)".

2
c)Si A= ( _1> entonces (4 + I)? =61

e) Si a una matriz de 3 filas y 3 columnas cuyo rango es 3 le quitamos una fila y una columna,
entonces su rango serd 2.

f) En una matriz antisimétrica (4°=—A), los elementos de la diagonal principal son todos 0.

123 4
g) Elrangode M=|4 3 2 1 es3si k=0.
555 k-1

h)Si A es una matriz regulary (B— C)A =0 (matriz nula), podemos asegurar que B = C.

a) Verdadero. No varia, puesto que la matriz que obtenemos tiene, como méximo, dos filas o dos co-
lumnas, luego su rango no puede ser mayor que dos. Por otra parte, como la nueva matriz contiene
a A, el rango tiene que ser > 2, es decir, el rango de la nueva matriz es 2.

b) Verdadero. X—AX=B — (I-A)X= B. Multiplicando por (/—A)™! ala izquierda, tenemos la
expresion final para calcular X

S N I T R R B

d) Verdadero. AB = BA. Como las dos matrices, AB y BA, son la misma, su traspuesta también serd

¢) Verdadero. (4 + 1)? =

igual.

100
e) Falso. Por ejemplo, A= (1 0 1| tiene rango 3. Si quitamos la Gltima fila y la dltima columna,
011

10
10

f) Verdadero, porque 4;;=—-a;; = 2a,;=0 — a;=0.

obtenemos < ), que tiene rango 1.



Unidad 1. Algebra de matrices VANANENSACHILLERATO)

Matematicas |l

3

2

5
123 4 %) 1 2 3 4 (1.9 1 2 3 4
432 1 @3) =4 (15 0 -5 -10 -15 @9 (0 -5 -10 -15 )
555 k-1 635-5-09 0 -5 —10 #2-21/ GyH-@Y 00 0 k-6

La afirmacién es falsa, pues para que 7an (M) = 3, debeser k= +4/6.
h) Verdadero. Como A es regular, podemos multiplicar por A1 ala derecha:
(B-C)AA'=04"' - B-C=0 - B=C

Para profundizar
51 Sean A y B dos matrices cuadradas del mismo orden. De la igualdad A- B=A - C no puede
deducirse, en general, que B = C.
a) Prueba esta afirmacién buscando dos matrices B y C distintas tales que A-B=A4- C, siendo
e (1 1)
1 1)
b) ;Qué condicién debe cumplir la matriz A paraquede A- B=A- C se puedadeducir que B= C?

. . 1 -1 31 32
a) Por ejemplo, si B = (2 3 ) y C= (0 1), entonces A - B = <3 2) =A-C, pero Bz C.
b) Debe existir A~!.
52 a) Si A es una matriz regular de orden 7 y existe una matriz B tal que AB + BA = 0, probar
que BA'+A7'B=0.
-3 2

b)SiA=(4 3

), halla una matriz B = 0 tal que AB + BA=0.

a) Multiplicamos por A~ por la izquierda en la igualdad:
AB+BA=0 — A7'"AB+A'BA=0 — B+ A 'BA=0
Ahora multiplicamos la igualdad obtenida por A~ por la derecha:
BA'+A'BAAT' =0 — BA'+A7'B=0

b
b)Si B= (ﬂ ), entonces:
c d
4.8 -3 2\ [a b —3a—-2¢c -3b-2d
P\ 4 3)\c d)7\ bda+3c 4b+3d

5oa <¢ 17)_(_3 —2):<—3a+4b —2a+3b>

cd/ \4 3 —3c+4d —2c+3d
Asi:
—6a+4b—-2c 2a-2d 00
AB+BA:( 4a+dd 45_2“64):(0 o)
—6a +4b - 2c =0| 32-2b +c =0
—2a -2d =0 a + d=0
4a vid =0[ 4 v d =0 }d=“’
4b—2¢ +6d =0 2b—c+3d =0 > 3a—-2b+c=0 = c=-3a+2b
a b
Por tanto: B = (—3a+2b —a)’ az=0y b=0

11
Por ejemplo, con #=1y b=1, queda B= (_1 _1>'
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1 2
53 Despeja la matriz X en laigualdad (X+A4)?>=X?+ XA+, yobtén X enel caso A= <_1 0).

X+ AP =X+XA+] > X+ AX+A) =X?>+XA+1 —

- X2+ XA+ AX+ A2 = X2+ XA+ 1 —

= AX+A?=1 - AX=1-A> —» X=A"'I-A4?
Calculamos A~

1 21 0\ ay 1 2[1 0\ ay-@y 1 0lo =1\ a® 10/l o0 -1
-1 0|0 1/ @y+0ay 0211/ @y 021 1) @2 0 1[1/2 1/2
10 1 2\ /1 2

01/ \=1 o/\=1 0/|”

[0 -1 1Oy (-1 2\[ (0 -1} (2=2) (-1 -3

“\12 12)1\o 1) \=1 =2/ \12 12)°\1 3)7\3/2 12

54 Demuestra que si A es una matriz regular, al despejar X en la ecuacién XA% + BA = A? se
obtiene X=7-BA™L.

0 -1
_A4-1(r_ 42\ _ .
X=A"d A)‘<1/2 1/2)

XA%? + BA=A? - XA?-A?=-BA — (X-1)A*=-BA
Multiplicamos por A~ ala derecha (A~! existe por ser A regular):

X-DNA=-B - X-I=-BA' - X=-BA '+ - X=1-BA™!

55 Halla una matriz cuadrada de orden 2, distinta de I y de -I, cuya inversa coincida con su
traspuesta.

AdbA'f<dC>
“\e d) “\b d

AV A" 5 A AV =A- A" - [=A.- A"

A4t 10
01

2.2
ab (a c) b ac+bd| (10 “ ”;d‘lo
cd)'\b d) \acvbd F+d*)\0 1 - azc+ 2=

c“+d =1

Buscamos matrices que verifiquen estas condiciones. Por ejemplo:
4 01 4t 0 -1
~\-1 0/ \1 0
Veamos que A~ = A"
0 1|1 0} @yH-@" 1 1)1 -1\ @9 1 1|1 -1\ a9-@» 1 0/0 -1
-1 0/0 1/ @9 -1 0/0 1/ @9y« 01/1 0/ @9 0110

A = (? _01> - A
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56 Obtén la forma general de una matriz de orden 2 que sea antisimétrica.

a b
A= ( ) A es antisimétricasi A7 = —A.

c d
(a c) 4 b ‘[fo
bd) \—c —d) 7)07°¢
4=0

A debe ser de la forma A = (_Ob é)

57 Una matriz cuadrada es mdgica de suma k cuando la suma de los elementos de cada fila, de cada
columna y de las dos diagonales es, en todos los casos, igual a £. ;Cudnto vale £ si una matriz
madgica es antisimétrica? Halla todas las matrices mégicas antisimétricas de orden 3.

* Hemos visto en el ejercicio anterior que, en una matriz antisimétrica, los elementos de la diagonal
principal son ceros. Por tanto, si la matriz es antisimétrica, k= 0.

* Buscamos las matrices mdgicas antisimétricas de orden 3: (sabemos que, en este caso, la suma ha de
ser cero).

Veamos cOmo es una matriz antisimétrica de orden 3:

a b c ad g
A=\d e f — A'=|b e b
g h i c f i
A serd antisimétrica si A* = —A; es decir:
ad g\ [-a b — a=—a b=-d c=—g¢
b e h|=|-d —e —f| > 1d= —b e=— [f=—h
c fi] \-¢g —h —i g=——¢ h=—f i=—i
0 46 ¢
Luego, una matriz antisimétrica de orden 3 es de la forma: A= -6 0 f
— —f 0

Para que A sea mdgica, ha de tenerse que:
b+ ¢=0| =b+ ¢=0

=—b
~b+ f=0¢ b—f=0¢, esdecir: {;—b
——f=0] c¢+f=0 -

Por tanto, las matrices mdgicas antisimétricas de orden 3 son de la forma:

0 &6 -b
A=|-b 0 b |, con be R.
b b 0
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58 Obtén todas las matrices mégicas simétricas de orden 3 para %= 0.

a b ¢
Una matriz simétrica de orden 3 es de la forma: A= (b d ¢ | (pues A=A").
ce f
Para que sea mégica con k=0, ha de ser:
a+b+c =0 11 1000/[0 a» 1 1 1 00 0[0\ @a®
b +d +e =0 01011O0[0] @3 01 0 110/0] @3
c +€+f=0 00101T1|0] G 00 1 O01T1|0 3G9
a vd +f=0l (1001010 G9-09 0-1-110T10] @Y+
2c+d =0 '002100/0 69 00 2 100/0 69
111 000/0\ a9 1110 0 00\ a»
01 0 110(0| @3 0101 1 0]0] @3
00 1 01 1|0 G 0010 1 1/]0] G
00-1211|0f @&)+GH 0002 2 2|0 @4y/2
00 2 1000 69-2-69 0001 -2 —2/0/ G+
1110000 a +b +c =0 = a=—b—c=—f
01011O0/0 b +d +e =0 > b=—e=f
001011(0]— c +e +f =0 = ¢=0
0001110 d +e +f =0 > e=—f
0003000, 3d =0 - d=0

~ f 0
Por tanto, una matriz mdgica simétrica de orden 3 con k = 0, esdelaforma A=| f 0 —f|, con fe RR.
0 - f

59 Obtén todas las matrices mdgicas simétricas de orden 3 para k&= 3.

a b c
Una matriz simétrica de orden 3 es de la forma: A= b d ¢ |.
c e f
Para que sea mdgica con k=3, ha de ser:
a+b+ec =3 [111000[3 a3 11 1 000[3 a9
b +d +e =3 0101103 @3 01 0 110|3] @
c +te+f =3 0010113 G9 00 1 011(3] B9
a +d  +f=3] {10010 1/3] G45-09 0-1-1101[0] GH+2Y
2 +d =3 l0o02100/3 69 00 21003 69
111 000/3\ a» 1110 0 03 (1.3) 11100[/03
01 0 110|3] @3 01011 0|3 2.3 01011|03
00 1 0113 B9 00101 1|3 (3.9 0010T1|1 3
00 -1211[3] @&9+69H 0002 2 2,6 4972 0001T1|1 3
00 2 100[3 69-2:69 0001 -2 -2[-3 6GI+E 0003003
a+b+c =3 = a=3-b-c=3-f-1=2-f
b +d+e =3 = b=3-d-e=3-1-2+f=f
¢ te+f=3 = c=3-e—f=3-2+f-f=1
d+e+f =3 = e=3-d-f=3-1-f=2-f
3d =3 — d=1
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Por tanto, una matriz mdgica simétrica de orden 3 con k = 3, es de la forma:

2—-f  f 1
A=\ f 1 2-f], con fe R.
1 2-f f
201
Por ejemplo, con =0, queda: A={0 1 2].
120

60 Sea A una matriz cuadrada que verifica la igualdad A2 — 24 = 31.
a) Demuestra que A es invertible y expresa A~! en funciénde 4 e I
b) Expresa A% como combinacién lineal de 4 e I.

¢) Halla todas las matrices simétricas de orden 2 que verifican 4% —24 = 31
a) A2—-24=31 — A(A-21)=3] — A- %(A—ZZ) =1/

Por tanto, A es invertible y su inversa es Al = % A-21).

b) A% =31+24

A3 =(BI+24A)A=3A+24A2=3A+20B1+24)=7A+ 6]
) A - a b
A=\ .

42 (ﬂ /7)‘<ﬂ [7>_ 2 b? bla+o)
“\b ) \b c) \blaro b+

2 2
2 2 2_ 2 _ 1 a —2ﬂ+b :3
A2—2A=(d +b b(d+c))_2<ﬂ b>=(¢;(ﬂ+2;z_+§) ig‘i;_;i)ﬁ( 0)_} blasc—2)=0

2,2 b 01
b(ﬂ+c) b +c c é2+62_2£‘:3
2 —
* Si =0, obtenemos {ﬂz _224_3 con las soluciones siguientes:
c“=2c=
30 -1 0
a=3,6=0, c=—1 = A- <o _1>; a=-1, b=0, c=—1 — A- (0 _1>;
30 -1 0
ﬂ=3,b=0,c=3—>A=<0 3>; a:—l,b:O,c=3—)A=(O 3)
a*—2a+b*=3
e Si b=0, obtenemos el sistema {6(a+c—2)=0 con las soluciones:
b+t —2c=3

a=2—-c¢ b=y—(c+1)(c=3); a=2—¢, b=—y—=(c+1)(c=3)

En estos casos, ha de ser —1 < ¢ < 3, y las matrices que verifican la condicién pedida son:

) ( 2—c¢ «/—(c+1)(c—3)) - ( 2—c¢ —«/—(c+1)(c—3))
S \J=(c+1)(c=3) c ==+ (c=3) c

x —
61 Estudia para qué valores de x, la matriz inversade 4 = ( 5 x) coincide con su opuesta.

a-(33) - (53

Si A=A - A(-A) =1

(x —2) (—x 2) 10-x*> 0 (1 0) 10—x2=1
s ) \5 %7\ 0 10-2)\0 1) T xis3
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1 Estudia el rango de la siguiente matriz segtin los valores del parimetro a4:

1 a1 2
A={2 0 -11

-11 10
1 a 1 2\ a3 > (33 -11 1 0\ a»
2 0 -11] @y 2 0 -11] @y+2-013
-1 1 1 0/ G»— (@13 1 2 1 2/ 3)+03
-1 1 10\ a» -11 1 0
0 2 11| @y 0 2 1 1
0 a+1 2 2) 2:63Y9-(a+1)-@29 0 03-2 3-a

Sia=3 — ran(A) =2
Sia23 = mn(d)=3

@ Si A es una matriz cuadrada de orden 3, C una matriz de dimensién 3 X 2 y D una matriz
cuadrada de orden 2, ;qué dimensién debe tener la matriz B para que la ecuacién matricial
AB = CD tenga sentido?

Az x3Biunxn = Cax2Pax2) = Maxa

Luego B debe ser una matriz de dimensién 3 X 2.

3 Demuestra que si A es una matriz cuadrada de orden 2 entonces (4%)% = (42)".

4 a b 4 (a c)
“Nea) 727\ u
42 <ﬂ /9) <a b) a*+be bla+d)
N\ed)\c d) \card) d*+be
A ibe cla+rd)
bla+d) d*+be

(g g )

Ambas matrices, (42)" y (4")? coinciden.

(A% = (

10
4 Dada la matriz A4 = ( 5 1), calcula A”.

1)
2= (06 o )
ALY

P
“\5n 1
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5 Determina todas las matrices A tales que AX = X4, siendo X = <1 1).

4 a b

“\e d

a b\ (11 1 1\ (a b a+b a+b\ [a+c b+d
cdl\11)7\1 1)\¢c 4 - c+d c+d) \a+ec b+d
a+b=a+c

a+b=b+d

c+d=a+c

c+d=b+d

—> a=d, b=c

b
Son todas las matrices de la forma A = (Z ﬂ) .

6 Dadala matriz C= (; i), halla dos matrices X e Y tales que verifiquen las siguientes ecuaciones:
X+Y1l-C
X-yl=c
X+Y7'=C
{X_Y4:Cf

L4 Sumamos 1aS eCuaCiOneS:
o (VL[N 2)(23) L a2 3) (1 302
=Crt= 1)t 1)\ 2) AT 2/ e
L4 ReStamOS laS eCuaCiOneS:
vt oo (V) (V2[00 (0 -1
=t =) )\t o) T2l o/Tli2 o

Ahora calculamos la inversade Y1 — (Y') 1=V

0 -1/2{1 0\ aH+2-29 1 -1/2]1 2\ a3
/72 0 |0 1) @9 /2 0 |0 1) 2:-@9-(19

1 2\ @9=+@9H 1 00 2\ a9 100 2
-1 0/ @9 0 1/2|-1 0) 2-@9 01/-20

0 2
Luego Y= ( )

1 -1/2
0 1/2

-2 0

. e buscad v (1 32) (02
aS matrices buscadas son = 3/2 1 N = 20 .
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7 a) Halla la inversa de la siguiente matriz: A=(0 1 1
210

2101
b) Resuelve la ecuacién 2XA + B=A? siendo B=| 0 2 3|.
2-10
121100\ a9 12 1]1 00\ a9
Alo11/010] @y 01 1,0 10| @y
210001/ 6B9-2-09 0 -3 —2/-2 01/ 69+3-23
121/1 00\ a9-2.09 10 =11 =20\ a9+69 100/-1 1 1
0110 10| @y 01 1,0 1 0] @y-69 0102 -2 -1
001/=231] 69 00 1/=2 3 1/ 69 001-2 3 1
11 1
Al=2 2 -1
2 3 1
b)2XA+B=A" — 2XA=A'"—B — 2X=(A"-B)A' — X-= %(A‘—B)A*l
(11020 /=1 0 1\] /-1 1 1 20 1\ /-1 1 1
X=% 21 1|-l0 2 3|2 =2 =1 =%2—1—2- 2 2 -1 =
110/ \=2-10/|\22 3 1 32 0/\=2 3 1

I—4 5 3\ [=2 512 32
~Llo 21]=l0o -1 12
1 -1 1/ \1/2 —1/2 112

8 Razona si es posible afiadir una fila a esta matriz de forma que la nueva matriz tenga rango 4:

120 3
01 -1-=2
27-30
12 0 3\ @a» 12 0 3\ a» 12 0 3
01 -1 2| @9 01 -1 2| @ 01 -1 2| = ran(M)=2

27 -3 0) 69-2-09 03 -3 -6/ 39-3-29 00 0 O
Si se afade una fila, puede tener, como mdximo, rango 3, luego no es posible que la nueva matriz tenga

rango 4.

9 Un industrial fabrica dos tipos de bombillas: transparentes (T) y opacas (O). De cada tipo se hacen
cuatro modelos: M;, M,, M3 y My.

T O
M, /300 200
M, | 400 250 Esta tabla muestra la produccién semanal
M; | 250 180 de bombillas de cada tipo y modelo.
M, \500 300

El porcentaje de bombillas defectuosas es el 2% en el modelo M, el 5% en el M,, el 8% en el M;
y el 10% en el My.

Calcula la matriz que expresa el nimero de bombillas transparentes y opacas, buenas y defectuo-
sas, que se producen.
T O
My M, M3 My M, (300 200 T O T O
D (0,02 0,05 0,08 0,1\ M, [400 250 D[ 9% 60,9\ D/ 9 61
B (0,98 0,95 0,92 0,9) "M; |250 180 " B <1354 869,1)zB (1354 869)
M4 1500 300



